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Préface

Ce calcul tensoriel est destiné a la Relativité Général, il est
donc plutét pratique que théorique,

On introduit le tenseur sans passer par : le produit
tensoriel des espaces vectoriels, les formes multilinéaires,
les espaces duals etc. ... mais simplement des bases
contravariantes, et covariantes ...

Traditionnellement on définit les tenseurs sur un espace
euclidien puis sur un espace affine euclidien et finalement
sur les variétés.

Ici on définit directement les tenseurs sur une variété
(c’est I'espace que utilise la Relativité Générale).



1 ESPACE EUCLIDIEN

1.1 FORME BILINEAIRE ET FORME
QUADRATIQUE

Soit E un espace vectoriel sur R, un R-esv, de dimension
n=dimE

o Forme bilinéaire :

Définition : Une forme bilinéaire f(x,y) est une application
de E2 dans R qui est linéaire pour x et y.

a) f(ax1+bx,y) = af(x1,y) + bf(x2,y) ;ab €R, x1,Xx2,y €EE
b) f(x,ay1+by2) = af(x,y1) + bf(x,y2) ;ab €R, y1,y2 ,x EE

Lorsque f(x,y) = 0 on dit que x est orthogonal ay, et on
note xly

a Symétrique : f(x,y) = f(y,x)

o Non-dégénérée : (f(uy)=0,Vy)=>u=0

Le seul vecteur nul 0 est orthogonal a tout le monde.

o Forme quadratique :

Définition : Une forme quadratique q(x) est une
application de E dans R qui vérifie :



a) q(ax) = a%q(x) ;a€R,x€EE

1
b) f(xy) =-[a(x+y) - a(x) - q(y)] ; xy €E
est bilinéaire .

A une forme bilinéaire f(x,y) on associe une forme
quadratique q(x) ainsi:

q(x) =f(x,x) ; x€E

Inversement a une forme quadratique g(x) on associe une
forme bilinéaire f(x,y) ainsi :

f(xy) =5[a(x+y) - a(x) - ay)] ; xy €E

On se donne une base {ei};, on écrit simplement e; pour ne
pas alourdir les écritures

dans cette base, f et q s’écrivent:

f(x,y) = Z ajj Xiyj

i

qx) = Z aj x\x = z a; (x)2+2 Z aj) xix]

i i i<j
djj = f(ei,e,-)
La matrice (a;) (dans la base e;) est symétrique ajj = aji

a Non dégénéré < det (a;) #0



Pour une forme quadratique q(x), non-dégénérée on
démontre deux choses: :

1) Il existe une base U, dans laquelle q(x) est de la forme:
q(x) = a1(x1)2+ az(x2)2+... +ap(xP)2 — ap+1(xP*1)2 - ...- an(x)?
Une somme carrées séparées par les ‘+ et les ‘-

p =le nombre de signe ‘+’

m =n - p le nombre de signe -*; (n=dim E)

On dit que U est une base orthogonale.

2) Le nombre p est invariant quand on passe une base
orthogonale a une autre

On dit que le couple (p,m) est la signature de q (ou de f)

sigq = (p,m)

1.2 PRODUIT SCALAIRE

Le produit scalaire ‘.’ est une forme bilinéaire, symétrique,
non-dégénérée et positif. On note x.y parfois on le note
aussi <x,y>, <x|y>,

1) Une forme bilinéaire :

a) (ax1+bxz).y = a(x1.y) + b(x2.y) ;ab ER, x1,X2,y €EE



b) x.(ay1+byz) = a(x.y1) + b(x.y2) ;ab €R, y,y2,x EE
2) Symétrique : x.y = y.xX

3) Non-dégénéré: (ux=0,vx) =>u=0

4) Positive : V x#0, xx>0

Note :

o Définie: xx=0 = x =0, le seul vecteur nul est
orthogonal a lui méme.

a Non-dégénéré : (Vx,ux=0)=u=0, le seul vecteur nul
est orthogonal a tout le monde.

—0n a donc non-dégénéré = définie .
—Positif © sig q = (++++..+) ; que de signe ‘+’

Définition espace euclidien : Un espace euclidien est un
espace vectoriel muni un produit scalaire .



2 L'ESPACE AFFINE
EUCLIDIEN

Définition 1 :

Un ensemble de points E* est un espace affine euclidien
sur E (ou E est un espace euclidien), si (E,+) opére
transitivement sur E°, autrement dit s’ il existe une action
‘e’ vérifiant:

‘' :E*XE - E°

(AT) > Asi =B

1) A0 = A ; élément neutre 0

2) (AeU)eV = Ae(U + V) ; associative

3) V A,B AU tels que Aeu = B ; un seul chemin entre A et B
Définition 2 :

Un ensemble de points E* est un espace affine euclidien
sur E (euclidien), si il existe une application vérifiant:

E*xE*'>E

(AB)—>AB €E

—_—

1)AA=0



2)AB+BC=AC ;relation de CHARLES

3) V AB 3'u tels que AB = T ;un seul chemin entre A et B

Autrement dit, a partir de deux points A,B on peut

fabriquer un vecteur noté AB (car le vecteur dépend de
A,B) et qui vérifie les axiomes (1), (2), (3).

Par ex: dans R2 = E* pour les points A(ay,az) ,B(b1,bz) la
bi—ag
bz—ay

fabrication du vecteur est : AB = ( ) ,larégle de

fabrication vérifie les trois axiomes (1), (2), (3).

—Dans E* on dispose un repére R=(0,qx) -nommé repére
cartésien, les axes sont des droites-, o O est un point fixe,
donné (nommé origine) et (qo,q1,92,93, -..) une base

quelconque de E.

—Note importante : R repere tous les points de E- .

Un point M de E- sera repéré par n coordonnées Ck
relativement a R :

OM =eqi; § = (30,31, 33, 33, )

Les Ck sont par définition les coordonnées cartésiennes du
point M, M(TkK) .

Un espace affine euclidien dispose donc un systéme de
coordonnées cartésien {k qui est valable en tout point de
I'espace E-.

On dit qu’'un espace est plat lorsqu’il dipose un systeme de
coordonnées cartésien (les axes sont des droites) ¢k qui est
valable en tout point de I'espace .



3 LE CALCUL TENSORIEL

On se place directement dans le cadre de la Relativité
Générale, on travaille donc dans un espace de dimension 4.

3.1 RAPPEL, DEFINITION ET
CONVENTION

1. Vecteur
indice haut
x = (x9,x1,x2,x3),r = (Xy,z)

x0=ct, xl=x,x2=y,x3=z7
A=(AL A% A3) = (A, Ay, A)

2. Matrice
i=1l
Ai]. , Aij , Aij , Al avec { 8
j = col
Remarque : Parfois la place des indices sont importants il
faut donc les respecter.

Lijmatrice de LORENTZ (HENDRIK) et #i = (L) l'inverse
de Lij



Y =yB 0O
i _i_|-¥YB y 00
Li=Li=1 o o 10
0 0 01
Y yB OO
i _i_|YBy 00
ty=1= 0010
00 01
N _ 1 _! eyt \ 1
ouvy= \/fv_z et = . ,V=vitesse du repére R' par rapport
AR

La transformation de LORENTZ

ct’ = y(ct — Bx)
x =y(—Bct +x)
y =vy
Z =z

et son inverse

ct = y(ct +Bx)

x = y(Bct +x)
y=y
Z=1

1 matrice de MINKOWSKI , métrique plat

0 0O

100 A
010 ;det(n;) = n = —1 (éta)
0 -1

1

{0
Ny = 0
0 0

i = diag(1,-1,-1,-1) , sig(ny) = (+---) = (1,3)



La matrice du champ électromagnétique Fii

0 —E;/c —Ey/c —E,/c
Ex/c 0 -B, B,
Ey/c B, 0 —-B,
Ez/c _By Bx 0

Fil =

0 E./c Ey/c E,/c
F. = _Ex/c 0 _Bz By
L _Ey/C Bz 0 _Bx
_EZ/C _BY BX 0

0 E,/c E,/c E,/c
Ex/e 0 B, -By
j Ey/c -B, 0 B,

EZ/C BY _Bx 0

3. Dérivée

6—66—6 6—66—6
ot T ax Y T ay’ T oz
av

_ . 0 o1 42 43
ﬁ_aiv ; V(XY x5, x%, x7)
ai,-=f)iaj=c')i2j

0o=c0, 01=0x,02 =ay;a3=az
exemples :

Fi]' = 61A]‘ - ain = [alA]]

a(kFlJ) Lot akFi]- + 6iF]-k + (')] Fki ,avec k<i<j

10
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soit:

1<2<3 = 0,F,3 + 0,F31 + 05F»

0<2<3 - 0¢F,3 + 0,F3¢ + 03F; (x)

0<1<3 - 9¢Fq3 + 01F39 + 03F1 (¥)

0<1<2 - 0¢F1 + 01F20 + 02F01 (2)

d«Fij) = 0 (le ler groupe d'équations de MAXWELL)

av i N
a_xi = 0'V; ou V(xq,X1,X2,X3)

exemples
Fil = giAJ - IA! = [01A]]

4. La sommation

- indice-bas = indice-haut — la sommation

- indice de sommation : m, s ... (indice 'mobile’, indice
'somme’) ils bougent, souvent on les note par s, m, u, d, ....
- indice fixe = le rang, la position : i, j, Kk, ...

asbs = apbh? + a;b! + a;b? + azb3 (convention d'EINSTEIN)

OmFmi = 9gF0i + §1F1i + 9,F21 + 93F3i = o]t (le 2iéme groupe
d'équations de MAXWELL)
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0,05 = 03 + 03+ 0% + 03 = 0% - 02 - 02- 07 =-D
(o= A—Cizatz = 0% + 0% + 02 —Cizatz opérateur
d'ALEMBERT)

5. Symbole Nabla V

Nabla V est un vecteur de R3 covariant, c'est le premier
vecteur covariant connu.

V =(01,02,03) ,c'estun vecteur covariant.
Vf =grad(f) = (8.f, 02f, 0sf) , gradient c'est un vecteur

V.Ak = div(Ak) = 01A! + 01A%2 + 03A3 , divergence c'est un
scalaire (on est dans un espace plat)

VAAk = I‘Ot(Ak) = (62A3 - 03A? , 03A! - 91A3, 0,A? - azAl) )
rotationnel, c'est un vecteur

V.Vf = V?f = Af = 9%f + 05f + 94f , laplacien, scalaire
quelques formules :

rot grad(f) = VA(Vf) = (VAV)f=0

div rot(A) = V.(VAA) = (VAV).A=0

div grad(f) = V.Vf = Af

rotrot(A) = VA(VAA) =V(V.A) - (V.V)A=V(V.A) - AA
V(A.B) = (V.A)B + (V.B)A + AA(VAB) + BA(VAA)

div(AAB) = V.(AAB) = (VAA).B - (VAB).A
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Ici pour ne pas avoir d’ambiguité, les vecteurs ont une
fleche.

La circulation de A le long d'une courbeT:

jzfl
r

—

1 =1'élément de longueur, I' orientée dans le sens trigo

Le flux sortant de A d'une surface X :

jz\ﬁ
z

dS =dS 1, dS=I'élément de surface et i=normale extérieur

Formule de Stokes
J-K._f=fr_ot>(z).a§
r b

la circulation de A le long d'une courbe fermée I est égal

au flux du rotationnel de A traversant la surface
(appuyée sur I').
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Orientation de ¥ : On marche sur I" dans le sens
trigonométrique, n est a gauche, la surface (n=normale
extérieur) est a gauche.

Formule d' OSTROGRADSKI
fK.d_s’ = f div(A) dQ

b \%
dQ =1'élément de volume

le flux sortant de A d'une surface fermée X est égal a

l'intégrale de la divergence de A contenue dans le volume
V (délimité par X).

Une jolie formule :
[vA(VAA)K = v oA — v) 9;AF ;le composante k
Démonstration :

Calculons le membre a gauche de cette égalité:
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1)VAA=B

02A3 - 03A% =B1

03A1 - 01A3 = B2

01A%- 0,A1 =B3

2)vAB =C

vZB3 -v3BZ=(1

v3B! - v1B3 = (2

v1iB2 - v2Bl = C3

C1=v2(0:1A2- 0,A1) - v3(03Al - 01A3)
Cl = v201A2 - v20,A1 - v33AL + V30, A3

donc pour k=1 on a:

(311) Cl= v261A2 - VzazA1 - V363A1 + V361A3
d'autre part:
[v A (VAA)K = vi9kA; — v 9;A¥ ;le composant k

= (V1 OkAl + V2 OkAZ + V3 akAg) - [Vl 61Ak + V2 62Ak +
V3 63Ak)
descendre/monter les indices pour avoir d covariante et A
contravariante
= (v 0kA! + v2 0, A% + v3 9, A3) - (v 0,AK + vZ 9,AK +

3 k
\% 63A )
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[VA (VAA)LK = (v Al + v2 0, A% + v3 0, A3)

— (vt 91 A¥ + v? 0,AK + v3 95AK)

pour la lere composante k=1 ca donne:

[VA(VAA)]! = v20,A% +v30,A3 -v2 9,A! — v3 93A!

c'est la méme expression que (3.1.1) on fait la méme chose
pour k=2.

C2=v3B! - vIB3 =v3(0,A3 - 03A%) - v1(01A2? - 0,A1)
=(v302A3 - v303A2) - (v101AZ - v10,A1)

([3\: A(VAA)? = (vEd,A! +v3 9,A%)

—(vi91A% + v3 05A%) = 2

il reste la derniere k=3

C3 =v1B2 - v2B1 = v1(03A! - 0,1A3) - v2(0,A3 - 03A?)
C3 = (v103A - v191A3) - (v202A3 - v203A2)
[VA(VAA)R = (v 05A! +v2 0;A%)

—(v10,A% +v20,A%) =C3

La formule est bien démontrée
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3.2 LES COORDONNEES
CARTESIENNES

On va se placer directement dans 'espace affine euclidien
E* (=R*) de dimension 4,

Rappel :

—Dans E° on dispose un repére cartésien ‘R, cad un
systéme de coordonnées cartésien ¢ = (¢°, (1, (2, (3) -les
axes sont des droites- qui est valable dans tout espace E*,

M(24):

3.3 LES COORDONNEES CURVILIGNES

On se donne 4 fonctions fk de classe > C? de R*—>R telles
que:

fk: R4>R
x = (x9,x1,x2,x3) — f¥(x) = fk(x0,x1,x2,x3)
Zk = ﬂ((xo,xl’xz’x3)

de plus on demande que le systeme fk(xi) soit bijectif sur
les domaines DcR* - D*cE* donc on a le systéme inverse:

xi=q(2°,¢1,¢4,0%)



18

En physique on note souvent

(k= Ck(x0x1,x2,x3) au lieu de ¢k = fk(x0,x1,x2x3) pour dire que
les Ck sont en fonction des x!, de méme

xi=x1(¢0,¢1,(2,(3) ;des nouveaux en fonction cartésiens

Un point M(°,(%,¢2,¢3) de coordonnés (5,(1,(2,(3) devient un
point M(x9,x1,x2x3) de coordonnés (x%,x1,x2x3) .

(x0,x1,x2,x3) €D — M(x9,x1,x2,x3) €D*

On dit que les x! est un systéeme de coordonnées
curvilignes pour le domaine D-.

Un systéme de coordonnées curvilignes xi décrit
seulement un morceau de 'espace E* pas comme le
systéme de coordonnées cartésien (' qui décrit
entierement de I'espace E-.

R (&n.0ne283)

D cR* (x%,x!,x%x%)
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par ex pour notre espace R3 (=E*), soit M(x,y,z) un point de
R3, en coordonnées cartésiennes (x,y,z) . Un systéme de
coordonnées curvilignes (r,8,h) est la donnée de 3
fonctions (de D sur D*) de variables r,0,h telles que

(2°,01,0%) = (xy.2)

(x9,x1,x%) = (r,0,h)

D :re[0,+oo[ ; 6€[0,2m[ ; he]-oo,+00]
x =x(r,0,h) =1 cosb

y =y(r,0,h) =rsind
z=72(r,0,h) =h

le point M(x,y,z) devient maintenant M(r,6,h)
le systeme est bijectif (de D sur D*) on peut donc l'inverser

r=r(xy,z) = x% +y?

0=0(xy,z) = arctg%
h=h(xyz) =z
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De méme par ex:
un systéme de coordonnées curvilignes (r,0,¢)

(20.2L2%) = (xy.2)
(x9,x1,x2) = (1,8,¢)

D: re[0,+oo[ ; 0€[0,1t] ; de[0,2m]

x =X(r,0,$) =r sinb cosd

y =y(r,0,0) = r sin6 sind
z =7(r,0,p) = cosO

le point M(x,y,z) devient maintenant M(r,0,)
le systéme est bijectif (de D sur D*) on peut donc
I'inverser:

r=r(xy,z) = Jx% + y? + z*
[«2 2
0 =0(x,y,z) = arctg AL

Z

¢ =0(xy,z) = arctg%
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3.4 LES VARIETES

Une variété V est un ensemble de points de E*, VCE-.
Dans E* les points ont comme coordonnées (¢°,(1,(2,(3) par
rapport a R.

Nous dirons que V est une variété c'est la donnée des 4
fonctions fk de classe > C* de R*—>R telles que:

fo R*¥>R
(x0,x1,x2,x3) — fk(x0,x1,x2,x3) = fk(xi)
Zk = ﬂ((xo,xl’xz’x3)

de plus on demande que le systeme fk(xi) soit bijectif sur le
domaine DcR*— V donc on a le systeme inverse:

xi=q'(¢%,¢,85%).

On dit que V est paramétrée par les fk mais par abus de
langage on dit que V est paramétré par le systeme de
coordonnées curvilignes xi.

Les points de V sont décrits par les fonctions fk, quand le
4-uplet (x9,x1,x2,x3) décrit D, le point M(x9,x!,x2,x3) décrit V.
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R . L — -_— E*
."'/ D 'l‘";' \ v"\

[ i 132 43 -
I"-. (x°,x* X2 x%) ! M(x%x _x.x ) 3

Donc un systéme de coordonnées curvilignes permet de
paramétrer une variété V, se donner une variété c'est se
donner un systeme de coordonnées curvilignes x.

Remarque : Notre variété V est plongée dans E* et elle est
de dimension 4, dim V=4 .

NOTE: 1) Entre DcR*etV, il y a seulement une bijection
(de classe 2C2?) entre les points

DcR*—-> 7V
(x9,x1,x2,x3) — M ; une bijection de classe 2C2

[In'y a pas de transporte de structure (euclidien, produit
scalaire ...) de R* vers V.

2) PV est plongé dans E* mais elle n’a pas non plus une
structure espace affine euclidien comme E*, PV est
simplement un ensemble des points c’est tout !

3) On peut définir une variété sans passer par I’espace
affine E-, il suffit de se donner un ensemble de points V et



un systéme de répérage de tous ses points, cad une
fonction f: R»— V bijective et de classe C?

f:Rr>V; x=(x0x1, ..., xm)
x = f(x) = MeV

f(x0,x, .., xn) = MEV; etdim V =n

3.5 LA BASE LOCALE

Rappel deux formules :

A = (a;;) matrice, A1 = (b;;) matrice inverse de A

o j est fixé, donné

detifA) = Z(—l)”" a;j deti{Ay)

1

A,, =lamatrice Adont on a supprimé la lig u, le col v.

C'est le développement du déterminante de A suivant la
colonnej.

a L'inverse de A : A'l=(by)

L det(A)

On se donne donc une variété V paramétrée par les xi :

23
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DcR*—->V

(x9,x1,x2,x3) = M ; une bijection de classe 2C2

M(x)eV

On définit une base appelée base locale ou naturelle par:
]

a)l\:[j = 0;M (M€V, la dérivée de M/coord curvilignes)

ei=
puis le repere (M,e;) associé a e; .

Remargque : e; se trouve dans E, plus précisément dans le
plan tangent Tv (CE)enMa V.

on pose::
o g;=ej.e, remarque g c'est gi(x%x1,x2,x3) = g;(x) = g(M)
n g = det(gy)

g est symétrique g = g;i
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Comme le produit scalaire est non-dégénéré on a
det(gij)#0 on définit alors la matrice (g¥) l'inverse de la
matrice (gj) :

(g9) = (gy)* l'inverse de (g;) etona

gl = (=)™ det(g;)
g

A,y =la matrice A dont on a supprimé la ligu, le col v.
Remarque: comme gj = g d'ou

(=D det(g;)

g’
g

o ds? = g xix ; la métrique de V, on note (V,g;) ou (V,ds?)

Le symbole de KRONECKER
1000

i__[0100

o =8 = 0010
0001

i (1sii=j

Si_{Osinon

gim g = &j ; car gii est'inverse de g : (gi) = (gi)*
gim g = gj d'ou gil= Sy
On pose:

el =gig
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a la base contravariante {e'}; on associe la base covariante

{ei}i .

Un vecteur A s'écrit alors:

A = Alg;
A
eu .-'—‘tu
composantes contravariantes
ou
A= Aiei

A A
E%I
" d

0 ‘E"'u

g
composantes covariantes

On dit que les Ai sont des composantes contravariantes de
A et les Ai sont des composantes covariantes de A, mais
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par abus de langage on dit que Al est un vecteur
contravariante, et que A; est un vecteur covariant au lieu
de composantes contravariantes et covariantes du vecteur
A.

On a la propriété suivante:

Aex=Alej.ex= Al gik = Ax

MEV et Ai €E

3.6 LE CHANGEMENT DU REPERE

Le but c'est voir comment un vecteur contravariante Al ou
covariant A; s'est transformé quand on passe d'un repére
(M,ei) a un autre (M,e'y ) ou de la base e; a labase €',
puisque M ne bouge pas.



On a des transformations pour passer du repéere R au
repére R' et inversement

RE

xu=x"4(x) ;latransformation

et le systeme inverse

REIR
X =xi(x")

Par définition de e', c'est:

. oM

e, = ——
Yogxv

oM _ oM ox! B ox!
ox"  Jxigxt  9x™M €
. ox!

ey — ax—,uei

et en inversant

’

oxY ,

& = Gt G

Pour un vecteur contravariant on a:

ox"

Ale; = Al 3 Cu

ce qui montre que:

28
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’

A’u _ ox* Al
~ ox!

d'autre part

A!u ! A/u aXl

d'ou

3 ox! A
~9xu

Ai

Pour un vecteur covariant

. ) ox! ox!
Au = A.eu = aX—,uA.ei = E)x_'“A‘
. o
Ay = hy
et
axv ,  axv ., axY
Ai = A.ei = .Weu = WA.EU = WAU
ax"
A= B

Résumé : Les vecteurs contravariants et covariants sont
transformés suivant la loi (dite loi tensorielle) ci-dessous:

X (x)

R— R

xu=x"(x) ;latransformation
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A = oxu
~ axd

ox" .
A= WA“ ; covariant

Al : contravariant

3.7 LA DEFINITION D'UN TENSEUR

Soit x'u(x) une transformation qui permet de passer de R
a R'donc on passe de R' a R par xi(x"1) l'inverse de x"'(x1) .

X (x)

R— R’
X'u = x'u(xi)

la matrice jacobienne Ji et le jacobien J=det Ji' dela
transformation

U et E _ {u = lig (fonct)
i = axi /] 7 L i=col(var)

u ax
] = det];i =det Ew #0

le systéme inverse
x(x')
R'"— R

xi = xi(x)
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la matrice jacobienne ji, etle jacobien j=det j|, dela
transformation inverse

. 1 _1
. ox' ox "
il = —— | = u -1 =
Ju <6X1u> (]1 ) <6Xi )

. u ox! 1
j = detj;' = det e =T¢0

Définition un tenseur : Une grandeur physique A?,
représentée par une famille de nombres Aj* dans le
repere R, cette méme grandeur représentée par une autre
famille de nombres A'y" dans un autre repere R'. On dit
que A est un tenseur si Ak et A'ww" sont reliés par la
formule :

axV axl axl Kk
axk ax'u gxV T

(3.7.1) A,V =

ou la formule

Bxk Bx“ 0x '
axW axi ax W

w

(3.7.2) Ay~ =

1 Remarque : On a déja rencontré ce genre de situation.
Un vecteur V de composanr (vi, vz, v3) dans la base B .
A :joue le role du vecteur V

Ajk:joue le réle (v1, vz, v3)

R:jouelerdle de B
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Par abus de langage on dira que Aj* est un tenseur au lieu
de A est un tenseur (en fait les Ajk, Ak, Ak, Aj, etc ...
sont des "composantes” du tenseur A ) . On dit que Ajk
s'est transformé en A" tensoriellement ou suivant la loi
tensorielle.

Remarque importante : x'v(x1) , xi(x') , Ajk, A'wW sont des
4 données du probléme. On doit prouver la relation (3.7.1)
ou la relation (3.7.2) ci-dessus pour montrer que A;k est
un tenseur.

On dit que le tenseur Ajk est d'ordre 3 (3 indices) et de
type (;) 1-contravariant et 2-covariant, de méme un
vecteur covariant A; est un tenseur d'ordre 1 et de type (2)
etc ...

NOTE:

1) On devrait dire un champ de tenseur, un champ de
scalaire, ... car Ajk, A, ... dépendent du point M, Aj*(M),
A(M), ... mais par abuse de langage on dit tenseur, scalaire,
.. au lieu de champ de tenseur, champ scalaire, ...

2) Pour un vecteur V(x,y,z) les composantes x,y,z sont des
nombres .

Pour un tenseur A(Ajj, Ajj, Ai, A) les composantes Ajj, Ajj,
A, Aii sont des matrices, on passe d'une composante a
une autre par g, gii .

Ajj— A= g™ Any

Aij — Al = gim g]S Ams
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.;3\\,1 . \’,
N2
\\ | ! 7.
(=1 |
AL
P
Aoy Ay
klms
A Aij
Les tenseurs
Résumer

indices haut — contravariant

[a = o Al
4 axl
| Al "u
k A = ax —A

pour les indices bas = covariant

( . ox!
A, E A
"u



34

Exemple :

1) Tenseur métrique

gij = €i. €

voyons si gj est un tenseur.
g'w =e'y. e'y par définition

, ox\  ox ox' ox
=——e.——6 = ————¢.
Buv = 5w Cirgxv & T g5t gxv i

&

, oxi 0x)
Buv = ax_'uc’)x_"’g”

ce qui montre que gj est un tenseur (il est de type (g)), on

dit que gj est le tenseur métrique de V, il permet monter
ou descendre des indices.

g= (g, gl gl g

2) Tenseur KRONECKER
i (lsii=j
& = {0 si non

8 =(6y, 6,6/, 8i)
Note : gi = 6
3) Tenseur du champ électromagnétique E

F=(Fy,Fi,Fi, Fi)



35

Un tenseur comme Ajk , il y a plusieurs fagons d'écrire les
indices comme par exemple:

k—— A—k— pk——
Al]— ) Al—] ) —l] etC anee

Car parfois la position des indices ont une importance.

Imaginons qu'on a une fonction f(i,j,k,L,M) = Agk___l_m ,avec

la convention suivante: majuscule=indice-haut,
minuscule=indice bas et 1'ordre des indices de gauche
droite , par exemple:

f(i,L,j, kM) = AT

£(i, L, M, j, k) = A7~

en générale on a

f(i,L,j, k, M) = f(i,L, M, j, k)
T = AT

par exemple

f(L,M,1,5,k) = Am 5~

f(M,L,1,§, k) = A™ 5

il n'y a aucune raison que f soit symétrique en (LM)
f(L,M,i,ik) = f(M,L,i,j,k) donc a priori A™ 7~ # A" 5~
Quand les indices ne jouent pas le méme roéle, il faut donc
les distinguer en mettant une virgule ', pour les séparer
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les groupes.
par exemple

ai+6,--ak :61-6k+61:-0k+01+01

On voit bien que les indices i,j,k ne jouent pas le méme
role, il y a deux groupes d'indices (ij) et k on écrit donc

Aij,kzai +aj'ak =ai-ak+aj:-ak+ai+aj
ou
Axjj=0i +0j-0x =0i-0k+0j=-0x+0i + 0j

le 'k’ tout seul porte un signe mois '-'.

si on écrit Ajjx on ne sait pas qui porte le signe moins '-' !!!
un autre exemple
0i0;Ax

1a encore on voit bien qu' il y a deux groupes d'indices (ij)
et k on note par exemple

0i0jAx = Qijx
ou encore
0xFj; on montera par exemple: 0xFij = By

Résumé : En générale on doit respecter les positions des
indices, mais pour ne pas alourdir les écritures on écrira

i__l]-_k__m = Ajilm ou Alm; et méme All;‘f(



quand il n'y a pas d'ambiguités

Symétrique, antisymétrique

Le tenseur Ajk est symétrique en (ij) si Yk on a:
Ajjk = Ajik

et antisymétrique en (ij) si Vk on a:

Aijk = 'Ajik

exemples

a Ajjx = 0; +0j- 0k ; Uik = 0i0;Ax

on voit que Ajjx, Uijx sont symétriques en (ij)
a g; est symétrique.

a Fij = diA; - 0jAi = [0iA]]

Fjj = -Fj il est antisymétrique en (ij)

a Pij = AiBi - AIB

Pii est antisymétrique en (ij)

Quand on a un tenseur antisymétrique ou il y a une
distinction entre les indices il faut respecter la position
des indices.

Note: Lorsque Aj est symétrique alors Aij, Aj et Al sont
aussi symétriques en effet :

foi Al] = gim gSj Ams = ng gmi Asm = A]l

37
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B A =g A = g™ Ami = g™ g5 Ams
A =gm gst Apg

A =g g9 Ams = g5 g™ Asm = A
2AY= g Am = g™ g% Ams

Aji = g]m gSi Ams = giS gm] Asm = Al]

3.8 LES OPERATIONS SUR LES
TENSEURS

Regle de monter ou descendre des indices

On a déja vu, pour monter l'indice i en haut e; — e! on fait:
1) on utilise gl ; pour monter

2) on part de l'indice bas : e;

3) I'indice qu'on monte 'i' devient indice de sommation 's'

e — el =gis e

Monter: e! = gises on dit que 's' est I'indice de sommation
(I'indice 'somme’, 'mobile’), et 'i' I'indice fixe

Descendre: ei - g;

1) on utilise gj ; pour descendre



2) on part de l'indice haut : el

ei - ej=gjes

Monter: d; — 01 = gis d;

Voyons pour Aj, A;
Ai=A.ej=Ases.ei=gs As

Al - A = gis As (s=somme, mobile)
A = Ases = Asgle;

Aj— Al =gis A

De méme, soit Ajj* un tenseur

Aik — Ajik = Aij™ gk ; descendre le k juste en dessous
) ] ]
Ajk - Ajk=gmi Ak - on monte le i juste au dessus

Pour deux indices , on aura:
Ajj = gis gjm AS™
Ail = gisgim Ag,

etc ....

e

Egalité :

Q}k = K]-ik méme indices méme position

39
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Somme de deux tenseurs:

Al = Qi + Kii méme indices méme position
Produit par un scalaire:

Al =aQl ; a=un scalaire

Produit de deux tenseurs:

Ajjf = QKX

On respecte la position et I'ordre des indices c'est tout !!
Note: le produit tensoriel n'est pas commutatif, en effet
Al = QK

Al =KiQ!

[In'y aaucune raison que Al soit symétrique !!

Il y a une raison tres simple que le produit tensoriel n'est
pas commutatif, en effet les éléments elel et elei sont des
éléments d'une base, donc ils sont différents, sinon la
famille n'est plus libre !!

Contraction :

On contracte A en j=k

Ai = Ak on met l'indice j=k, haut=bas, (sommer sur k)
I faut montrer que le résultat d'une contraction donne
bien un tenseur.



Démo

, IxW 9x 9x «
o™ = 53 5w o i

, , oxW ax' 9x K
A, =A = A

axk ox'u gxw Y
Dans les %, il y a xk quand j=k, donc

'w i k
, oxV o0x' ox K

U gxk gx'u gx'w ik

comme
axW axk B
oxk oxw
ox!
Ay = aX_’uAikk
, ox!
A u - aX_,uAl

41

Ceci montre bien que la contraction donne bien un tenseur

Multiplication contractée :
Ajsimk = Qs Kjmk
Ajjk = Qis Kjsk

On contracte Q;s Kjmk en s=m



Un critere de tensoriel :

Ajj est un tenseur si quels que soient pi, g le A; pig) est
invariant (par changement de repere)

Démo
* Soit Ajj tenseur, alors

, oxl 9x
w = e
ox' 9x) 9x" 9x"¥

AuvpuqV = aX’u aX'v Ixi oxl plq]Aij

Orona

dxl 9xu B

ox'v oxi
de méme

ax) 9x"V B

ax"v ox

d'ou

Awp"q" = p'qAy

ce qui montre que A;piq est invariant.
* Inversement

AwptqY =p'gA;

42
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, Ox"oxV s .
w T 5 P4 =P dAy
., 0xM oxY

WK 0

Ajj s'est transformé suivant la loi tensorielle donc Ajj est un
tenseur.

De méme

Al est un tenseur si quels que soient p;, gj le Al pig; est
invariant.

Corollaire :

a) Ai]-k est un tenseur si quel que soit pi, le Q;; = Ai]-kpk est
un tenseur

b) Ai]-k est un tenseur si quels que soient pi,gi le

KX = A;*p'q) est un tenseur

Exemple, on a vu le symbole de KRONECKER &
8i = gis g

voyons si c'est un tenseur, on a:

SIA = gi g% Al = glAl = A

pour tout Ai donc &y est bien un tenseur !

Bien que les regles de calculs tensoriels ne sont pas
vraiment compliquées, il faut quand méme prendre des
précautions.
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a) Les indices de sommation vont par pair (haut=bas)
dans un terme

Ai BiG; + Q¥K; — mauvais

An BmC; + QK; — ok

A BnCp, + QmOnKj = Aj B2Cp,, + QXOK; — ok
Ai BmCp, + QmO; Kj — mauvais

b) Les indices de sommation peuvent étre le méme dans
des termes différents, puisque les sommes sont
indépendants

A BmC; + QKK — ok
Am BmC; + QmK,, — ok aussi

¢) Quand on monte ou descend un indice, il faut remplacer
cet indice par l'indice de sommation dans toute
I'expression, sinon on aura des erreurs, par exemple

Qi =K
gm Qim = gim Kjj (on a oublié de remplacer j par m dans Kj)
Qij = Kim

c'est bizarre, pour une égalité on doit avoir les méme
indices dans la méme position !!!!

Le plus simple c'est monter j en changeant en k par
exemple j—k

89 Qi = g Kj
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Qik = Kik

d) Parfois il faut changer les indices de sommation avant
de remplacer dans une expression par exemple

(3.8.1) Ck = QKK

(3.8.2) A, =B} Ck

dans (3.8.2) les indices i,j sont fixes, dans (3.8.1) il faut
changer i=m avant de remplacer dans (3.8.2)

A =B} QK™

P =

Car dans (3.8.2) 'i' est I'indice fixe, alors que dans (3.8.1) 'i'
estl'indice mobile (I'indice de sommation, qui bouge) il
faut donc le changer avant de remplacer.

3.9 LES PROPRIETES DE Gy

Rappel 1gij=¢€i.¢= JiM. 6,-M

On a construit gjj a partir du d;M et V est donnée par le
systeme de coordonnées curvilignes x! (le paramétrage de
V).

dM = 0;M dxi
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dM = dxie;

dM.dM =dxie; . dx g = g; dxidxi

On note dM.dM = ds? d'ou

ds? = g;dxidxi ; la métrique de V, on note: (V,g;) ou (V,ds?)

On dit que g est le tenseur métrique de V et que ds® est la
métrique de V. Attention !! ds? c'est simplement une
notation, il peut donc étre négatif !!

* (gi) c'est la matrice inverse de (gi) : (g¥) = (gi)?
_ (—1)" detifg;)
8

g
comme (gi) estl'inverse de (g;) on a:
*gmgm = &§; symbole de KRONECKER
* gim gmi = gij = 8ij
*gigi=gl =5 =8+ 61 + 65+ 63 =4

Attention !! I'écriture " §ii" est une somme: §o%+ 8§11+ 522+
633, alors que ;)i = §; = 1 est un nombre.

*dg = - g dgV
*dg=ggidg;
*8g=ggidg

* Okg = g gl Okgi
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en effet
dg=ggidg;— dg=ggi digidxk = dkg dxk — dig = g gl dkgj

Vous avez slirement remarqué qu'on écrit ,/—g la question
qu'on se pose alors pourquoi le déterminant de gj; est
négatif 7 det(gj) =g<07?

En relativité restreinte 1'espace-temps est un espace de
MINKOWSKI, son tenseur métrique n; est:

10 0 O
0—-10 0 o
M =\00-10 |’ det(n;;) =1 = —1 (éta)
00 0-1
ni = ()

sig(ng) = (+---) =(1,3)
et la métrique ds? vaut :
ds? = n;; dxidx = (dx©)? - (dx1)? - (dx?)? - (dx3)?

Le principe d'équivalence dit que localement il existe un
référentiel galiléen k (avec la métrique n;) . Le passage du
référentiel quelconque xi (avec la métrique gi) au
référentiel galiléen C* est donné par la transformation:

290

Ck=(k(xi) ; latransformation, x! ancien, (k nouveau

et les tenseurs gj et n);; se lient de la facon suivante:
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¢ ag™

Bi = a1 5

det(gy) =J* det(n;) = -J* ou] désigne le jacobien de la
ok

transformation, ] = det (ﬁ) 0

donc det(gi) =g <0 !!!

* donc en relativité g < 0. (relativité restreinte g = -1)
*8(/—g) = — %ﬂ/ —g g;8g7 ; une formule a retenir

e

ag %\/—_g gij ; une formule a retenir
Démo
On part de la relation
dg=gg’dg;
comme g gl = 4 - giidg; + g dgii = 0 - gidg; = - g dgil
dg =ggidgj =-ggjdg) dou
8g = —gg; gl et
8(\/—_g)2 == (\/__g)zgij 8g"
2(/=2)5(/=8) = ~ (/=¢) &8¢’
6(\/__g) = —%\/—_g 8ij &gl .
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3.10 LES SYMBOLES DE CHRISTOFFEL

En chaque point M de V, on attache un tenseur Ai]-k(M),
dont les composantes s'expriment dans le repere local
(M,ei). On veut comparer Aijk(M) avec Ai]-k(dM), ce méme
tenseur mais en dM, un point infiniment voisin de M. Ce
tenseur Aijk(dM), s'exprime dans le repere (dM,de;).

Pour pouvoir les comparer il suffit de connaitre comment
varie le repere (M,e;), comment (M,e;) passe en (dM,de;)
Pour ¢a, on exprime dM, et de; dans la base e; .

Mais d'abord posons:
e k
aiej et Fi]' €k

par définition l"i]-k s'appelle symbole de CHRISTOFFEL.

Ici on voit qu'il y a deux groupes d' indices dans Fijk ,le
groupe (ij) et k car ils ne jouent pas le méme réle
(k=sommation, i,j = fixe). Quand il y a une distinction entre
les indices il faut respecter leur place, mais ici il n'y a pas
d'ambiguité de noter I‘i}‘ :

On savait déja.

dM = dxie;
on pose
dej = wXey

J
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iciil n'y a pas d'ambiguité on note (o}‘ .

mais de; c'est aussi

dej = 6ie]- dxi
dej= Fﬁ-‘ dxi ex
d'ou

(o]!‘ = Fi}‘ dx!

Donc pour connaitre (dM,de;) il suffit de connaitre dxi et
les Fiﬁ-‘ .Les I‘iﬁ-‘ connectent les reperes (M,e;) et (dM,de;)
c'est pourquoi ils s'appellent les symboles de connexion.

On descend k en respectant la différence entre (ij) et k
Gk = 8m i}

il y a deux groupes d'indices dans I“i}‘ et [« , le groupe (ij)
et k car on ne peut pas permuter i et k par exemple

On voit facilement que Fig-‘ est symétrique en (ij)

k _ rk
* Iy =T
Démo

aie]' = ai(')]-M = ajaiM = ajei (610,- = ajai théoréme de
SCHWARZ)

k —rk
k _ rk
l"ij = Fji

donc Tjjx aussi symétrique en (ij)
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Fij,k = Fji,k
* 0ygij = j + [, (distribuer ki puis kj)
Démo

8ij = €i . €

Okgij = (0xei) - € + ei. (Oke)

akgll (Fkl es) - €+ €. (Fk] em)

ogi=(es.e) IS + (ei.em) Fk] propriété du produit
scalaire

0igi=gs [iq + gm [

on descend les indices en respectant leur distinction (les
groupes)

0kgij = [iij + i

* Lk = %(aig,-k + 0,81 — Okgj;) permutation circulaire
droite (ijk)—(jki)—(-kij)

Démo

0xgij = I'wij + i (1)

0igjk = Tij + Tij (2)

0igxi = [k + Tjik (3)

On additionne (2)+(3)-(1) et compte tenu de la
symétrique en (ij) de I'jx on trouve:

Lijx = (6 ik + 0;8i — 08jj)

et si on monte l'indice k



1] 2 gkm (alg]m + a]gml - am gij)

Note : Fk n'est pas un tenseur, en effet.

Rappel:

, oxk
ey = aX’V ex
5 = oxP

U gxu
ale] F ek

Par définition de [}$, est:
9y =3 e's d'ou

' axk ' axk
0" (5 ex) = Tw (G ex)

axk axk axk
0w (G ex) =0 (57) et o 0'uex

oxP axk axk axP

=ax—,u6p( apek

— +— —
ax")ek axV ox4

Changeons des indices dpex = diegj

daxP 6)(1 6X
= 3 Op (a v) K v axw 0iC)
axP axj
Fk

T X P[axv) k¥ 5%V axe

g 0xK ax ax' g
Fui/(asek) [6u p(av) avaur]

52
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ax's 9xP
axk gx'u

xS ax ax' i

l—"s - = — T
uv axk ax'V ax'v "l

axk
0pGG7) +
k ' .
Donc [ ne s'est pas transformé comme un tenseur. Par
contre on peut vérifier que Sik:
Sijk = [k - Tjik

est un tenseur.

3.11 LA DIFFERENTIELLE
COVARIANTE

Définition : par définition la différentielle covariante D
est:

DA & dAi + TL, Amdxk; différentielle covariante
DA = DAl dxk

Définition : par définition la dérivée covariante est :
DiAl & 9y Al + T Am (def=par définition)

DAl dérivée covariante de Al

DiA;i € 0\Ai- I\ Am

Pour les tenseurs d'ordre deux :

DiAil = 0 Al + F]im Ami+ [0 ]im Aim; on dérive k,i puis k]



54

DkAij = (')kAiJ- - F]gl Amj - Flg] Aim
DiAlj = 0A + [, Amy - [T Al
Plus généralement

P _ P, P p p
DAy = Ok Ay + Ty A — L Ay — L Ay

3.12 LE THEOREME DE RICCI

*Dg;; =0 ; trés important

¢a donne

*Digij= 0 ou Dygii=0

Démo

Digij = Ogij - [j 8mj - [ Bim

Dugij = 0kgij - (Tiaij + Lg1)

Digij = Ogij - Orgij =0

Note : ce théoréme permet de faire entrer et sortir gjj de D
&ij Dk(Am¥) = Di(gij Am)

La divergence de A!

div Ai = DiAi = 9;Ai + T Am (on est dans un espace courbe)
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ona
Ogij - (T + N,) =0
gii Oxgji - (8" Tij + 8'Tg,1) = 0

gl digij- T +1 = 0

Iy = %g” 0igij
or
*0kg = g gl 0kgij
d'ou

I = i 0ig

Flii = %

d'ou une formule sympa

a1 - _ 1 aaly=g)
div Ai = DA _\/?g 6i(A‘,/—g) Er——

J-g ox

3.13 LES GEODESIQUES

Une courbe de V est 'ensemble des points de V générés
par une fonction C : [a,b]cR - V de classe > C?
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C:[ab]lcR->V

t— C(t) = MeV

a ul
.

Une géodésique est un chemin (une courbe) de V qui
demande "le moindre d'effort” (6Sp = 0) lorsqu'on
I'emprunte. Iy a plusieurs fagons de trouver les
géodésiques d'une variété, on peut les trouver par ex, a
partir du principe de moindre action d'une particule libre .

Sp = —mc [ ds — 8Sp =0 ou S, = action de la particule libre

mais la plus simple c'est utiliser la dérivée covariante, en
effet le principe d'équivalence nous permet de passer de
ldl é IDI.

a En mécanique newtonien (on est dans I'espace affine
euclidien) une courbe C(t) = C(x°(t), x1(t), x2(t), x3(t)) est
paramétrée par t=le temps, et une particule libre suit une
géodésique suivant I'équation :
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dv_o_ def
a0V T

v = vitesse de la particule

o En relativité restreinte (on est dans I'espace
MINKWOSKI) une courbe C(t) = C(x°(1), x(1), x2(1), Xx3(1))
est paramétrée par t=le temps propre, et une particule
libre suit une géodésique suivant I'équation :

dui i def dXi
—=O;u = —

dt dt

ui = quadri-vitesse de la particule

a En relativité générale (on est dans I'espace riemnnien)
une courbe C(s) = C(x°(s), x1(s), x2(s), x3(s)) C(s) est
paramétrée par s=métrique (localement, s=intervalle), et
une particule libre dans un champ de gravitation suit une
géodésique suivant I'équation :

ul = tenseur vitesse

Or

Dui=dul + F]‘k u dxk

d'ou en divisant par ds ¢a donne

Dul B du! L _dxk
ds ds k™ ds
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Dui d2 '+ - dx) dxk
ds  Cds? T Skgs ds
1)ui d?x! i dxJ dxXk
ds (ds ik ds ds
d'ou

d?x! dx) dxk

— + T}
ds? ' kds ds
(dériver les coordonnées par rapport au parametre)

Remarque : cette équation n'est valable que pour une
particule m de masse non nul m#0, mais pas pour la
lumiére (un photon), en effet, localement on est dans un
espace de MINKWOSKI, pour un photon le ds=0 !! car

r=ct-dr=cdt
ds? = c2dt? - dr? = c*dt? - ¢*dt*=0
il faut alors utiliser un autre paramétrage que s.

* En relativité restreinte on démontre que le
quadrivecteur d'onde ki=(w/ck)ouk=— ur est

parametre par un parametre nomme o et ona:
Cdx! .
ki == etdki=0
do

dki = 0 = ce qui nous donne en relativité générale Dki=
d'ou
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d?x! Ll dx) dxXk
do? * ¥ do do
* Mais on peut aussi utiliser le quadrivecteur d'impulsion
p! du photon en effet on démontre aussi que ce

. . . h : -
quadrivecteur pi = (hv/c,p) oup = T U est aussi parameétreé
parcetona:

i — d_Xl i—

p' = et dpi=0
dp' = 0 = ce qui nous donne en relativité générale Dpi= 0
d'ou
d?xt . dx) dxK
— 4 e —— =
do? M do do
Donc pour une masse non nul on utilise le tenseur vitesse
ui et Dui= 0, pour la lumiere on utilise soit le

quadrivecteur d'onde ki et Dki= 0, soit quadrivecteur
d'impulsion piet Dpi=0.

En gros ¢a signifie que, pour la lumiére il existe un
parametre nommeé o qui joue le méme role que s mais on a
do # 0, donc pour la lumiere a chaque fois on a ds on
remplace par do c'est tout !

On dit alors qu' une particule massive suit une géodésique
de genre temps, et le photon suit une géodésique de genre
nul ou isotope.
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3.14 LE SYSTEME DE COORDONNES
NORMALES OU GEODESIQUE

Soit xi un systéme de coordonnées de V, on se donne un
point M de V et une direction k'.

On se place dans un voisinage tres trés petit de M dans ces
conditions on démontre qu'il existe une seule géodésique
C(s) passant par M et a la direction ki (= c;—):) et qui de plus
vérifie :

d?x!
sz 0

geodesique C(s)

Cls) = (x(s), x1(s), x*(s), x3(s))

Par définition le systeme de coordonnées normales ou
géodésiques ni est:



ni = ski
Propriété 1:

Dans un systeme de coordonnées normales n!, les
symboles de CHRISTOFFEL sont nuls .

En effet, C(s) = (x°(s), x1(s), x2(s), x3(s)) devient
C(s) = (n9(s), n1(s), n%(s), n3(s)) et I'équation de la
géodésique C(s) est:

dzni+ . dnPdn?
ds? Pdds ds

dn' . dfni dki d%x
ds =~ 'ds?  ds  ds?

Ihq kPk? = 0; pour tout choix de k'
Dans cette somme si on choisit :
ki=(1,0,0,0)> T§; =0
ki=(0,1,0,0)-> I; =0
ki=(0,0,1,00> Ti, =0
ki=(0,0,0,1)> Ti; =0

donc Ty, =0

et puis si on choisit :

ki=(1,1,00)> I}; =T, =0
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ki=(1,0,1,0)> I}, =T, =0
etc ...

Finalement tous les I" sont nuls
Thq =0

Propriété 2 :

okgij =0

Ona:

0k 8ij = lkij + Ng,i

et

Toq,i = 8imIpg

Dans un systeme de coordonnées normales n!, les Ff,q =0
d’ou

akgi]' =0

donc 0y g; = 0 dans tout systeme de coordonnées



3.15 LE TENSEUR DE COURBURE

Il y a des différentes facons de définir le tenseur de
courbure:

— par le concept "transport parallele” ,

— par la dérivée covariante .

On va utiliser la dérivée covariante .
Calculons : D,D,A*

DpDgAX = 0, (D A¥) — % Dy AX + I, DA™
= 0, (05 A" + TEA) — T2 D, A + T, (9,A™ + TN AT)
=0, 04A" + (9,T% A + T 9,A — [} D, A¥
+Tm 0gA™ + I T A

On permute p,q : DquAk

=04 0, A% + (0T )AT + Tk 0, Al — T Dy, A¥
+Tgm 0pA™ + L7 Toi, A

formons:

k k
D, Dy A" — DD, A

puis on change les indices de sommation et on simplifie:
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= (apr(;)Ai + I T Al — (6qF]l‘i)Ai — I To, Al

_ k k
=[0,T, + I Ty — 0

s rk — o I, A

q-pi

On pose par définition le tenseur de courbure:

kK A ok K K K
Ri%pq & Oplgi + T Tpm — 9qTi — I Tgm

Pas facile a retenir par ceeur !!

Attention !! il faut respecter les positions des indices (ik),
(pq) ainsi i,k peuvent monter ou descendre juste a leur
place, car on verra que ce tenseur est antisymétrique en

(ik) et en (pq).
—k,——
Ri—.pq
si on descend l'indice k en bas il faut respecter sa position

— S
Rikpq = 8ks Ri'pq

Quelques propriétés : Rixpq

Rik,pq = 8ks Ris,pq
8ks Ris,pq = 8ks ap c?i + 8ks Fc?il FSm — 8ks aq Si — 8ks F;;ril F(im

Placons nous dans un repere normale, dans ce repere les
Fiﬁ-‘ sont nuls, et Dy = 0k

j— S S
Rik pq = 8ks Oplgi — 8ks gl

comme Dygj; = 0 = 0igij = 0 donc on peut rentrer gis dans
dp et 04



Rik pq apgks F;i - aqgks F}:?i

Rik pq = Oplgix — 9qlhik

1
* ap 1—‘qi,k = E (apq 8ik + api gkq - apk gqi)

1
* —0g ik = 5 (— 0gp8ik — 9qi8kp t+ gk 8pi)
Compte tenu de dpq = dqp €t gjj= gji d'ou
ZRik pq apigkq - apkgqi - aqi 8kp + aqupi

Et on voit que:

2Rki ,bq = apk giq - apiqu - aquip + aqi gpk =

2R,;
* Rikpq = - Riipq antisymétrique en (iek)
* Rikpq = - Rikgp antisymétrique en (p<q)
* Rikpq = Ri,qp

on a:

2Rik pq api 8kq — apk 8qi — aqi 8kp + aqupi

—2R.

1
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k ,pq

ik, qp = aqigkp - aqupi - api 8kq + apkgqi == _ZRik Pq

faisons une permutation circulaire des (kpq) on trouve

2Rip ,qk = aqi gpk - aqp gki — aki gpq + akp gqi

ZRiq Jkp = akigqp - akq gpi - api qu + apq 8ki
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En additionnant tous les trois:

R +Rip ,qk +Rl =0

ik ,pq q .kp

3.16 LE TENSEUR DE RICCI

k _ k k

k m 1k
ji il _Fpi ij

" pi

On contracte RX

i pj avec p=k

Par définition on pose:

Rij = Rik,kj

Ry = oI + " LY, — 0T — O T,
Attention !! si on note les positions

56,78
R12,34

la contraction se fait avec les positions (6,3). On démontre
alors que la contraction des indices du méme groupe
donne le tenseur nul, du groupe différents donne R ou -R,

On montre que Rjj est symétrique (pas évident)
Rij=R;i

Il suffit de montrer que
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airjlﬁ = ajrilli

Pour ca on utilise la relation suivante:
Lk = 5 Inif-g)

0; l"lk = 6]- 0;iInif—g) = 0 0Inifi—g) = a,rx ik

Les autres termes de Rjj sont symétriques donc Rjj est
symétrique.

Contractons le tenseur de RICCI avec gl on obtient un
invariant R appelé courbure scalaire.

R= ginij =R

3.17 L'IDENTITE DE BIANCHI

On se place dans un repére normal, le tenseur de courbure
vaut

k k
Rf,q =0,k —a,T

P ai q pi
DyR¥,q = Dy 0pTK — Dy, 94TK

Mais dans un repere normal on a Dy = dn d'ou

DR pq = 0n 0p T — 0 04T
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On fait une permutation des indices (hpq)
DoRE = 0, 0gTh — 8, On T
DRy = 0q OnThy — 8 DT

Puis en additionnant tous les trois ¢a donne
DhRE g + DpREGn + DR = 0
C'estl'identité de BIANCHI .

contractons p=k, et attention !! a I'ordre des indices
(somme)

DhR{q + DkRfqn + DgRy = 0
DiRq + DkRfgn — DR, = 0
DyRiq + DR — DgRy, =0
contractons encore avec gis

g5 DpRyq + 8 DR, — g5 DgRy, = 0
On peut rentrer gis dans Dy car Dygis= 0
Dng Riq + Dy Rifgy — Dgg*Ry, = 0
contractons s=q

Dyg' Riq + Dyg' Rik,qh — DRy, =0

DhR + Dig R, — DgRY =0



ak q _
DnR + DR h —Dy4R;, =0
kq q _
DR —DyR h —Dy4R; =0
DyR — D RE — DyRE =
K 1
Dth —EDhR - 0

On veut mettre Dy en facteur, on remplace donc Dy, par
SnkDy (propriété de &i) .

1
D RE —ESﬁDkR =0
kLo
Dk (Rh _EShR> =0
comme §ik = gk

1
Dy (R‘; —Eg%‘R> =0

Ca signifie que la divergence du tenseur (R¥ — %gﬁ R) est
nul.
On pose
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ce tenseur Gj est appelé tenseur gravitationnel

c'est un tenseur conservatif, trés important en relativité
générale.

Une formule changement de variables dans une intégrale.
on pose:
dQ = dx0dxldx2dx3 ; dQ' = dx'0dx'tdx'2dx'3

X (%)

R— R’
x'u=x"u(x) ; inverse: xi = xi(x'1)

la matrice jacobienne Ji' et le jacobien ] dela
transformation

e (O . {u = lig (fonct)
i =\ 9xi ] ’ Li=col(var)

u dx U
] = det]; =det E =0

dQ'=1]J] dQ; |J| =1a valeur absolue de ]
f f(x")de = ff(xi) ljl d
v’ 1

f(x!) & f (x'“ (xi))
x'(V)=V'=1'image de V

on a:
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, ox' 9%

8uv =6X_'uax_'vgij

g=1/"¢g

Pg'=¢g

112 1g'l = Igl

1V1gT= Vlgl

Encore 3 formules en intégrale c'est tres utile.

Soit A = un champ scalaire, (A = A")

) , 1
[ A VTgTaa = [ A Tel i do

comme g < 0’ g' < 0 = |g| = -g’ |g'| = _gl

fA' —g d0 = fAJ—ngQ

théoréme d'OSTROGRADSKI
f,/—gAidsi =f,/—gz>iAi dQ
f,/—gAidsi =f61(1/—gAi) dQ



72

4 LE TENSEUR ENERGIE-
IMPULSION DE LA MATIERE

On considere que les particules de la matiere M qui
engendre le champ gravitationnel forment un systéme
isolé et sont en mouvement, un mouvement tres simple :
un fluide de poussiere avec une vitesse u; (c’est la vitesse
par rapport a un référentiel fixe, le bord du fluide par ex) :
dXi

U =Cc—

' ds
Dans ce cas le tenseur énergie-impulsion de la matiére Tj
est par définition :

w L (W0 o [2yE)
@11 Ty~ (550 - o [555H])
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ou
A=gi A
L
Ay = 5npC”gy — Moy,

2

#o distribution propre de la matiére M (distribution de la
matiere M par rapport a un référentiel ou les particules
sont immobiles)

Voyons que vaut Tj;

comme Aj ne contient pas les dérivées dmgii de gii , la
relation (4.1.1) devient

e, %)

ogll

N 9—
\/_——g+A‘/_g

dgy

A 1
—/-gTy = \/__g@ _E\/__g gijA

1 (g™ Agm )
Ty :EgijA_T

comme Ajj ne contient pas non plus les gii on a:

agsm
Tj; =5 gij A — Asm@

parmi les gsm il y a un seul gi, quand s=i, m=j d'ou
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1

Ty = 2 gijA — Ay

or

A=gi A
1 ij ij

A ZEKOC 8ij8" — M8 Ujy;
4, .

A =EKOC —xouiu‘

(4.1.2) A = %KOCZ — nyc? = nyc?

d'ou

1 21 5
Ty = > 8ij*oC —EKOC gij + nouiy
Tij = Kouiul'

Propriétés de Tj:

(a) On voit donc que :

Ti' =Ny uiu]'

est construit a partir de la matiére »o.

(b) On a vu que u; est un tenseur donc Tj est aussi un
tenseur.

Mais on peut aussi le justifier directement. On va prendre
Tii voir si T4 est un tenseur, on a:



T = 2 X9
o~ ds ds
et
W . dxv dx"V
=
" "ds ds
or
, oxu
dx" = po dx!
d'ou
TUW = y,c? axf‘g
0 ox' ds
W — oxu ox"V
= ox ow O°
W = oxu 9xV il
T o9xt 9x
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ax"V dx/
0x ds

5 dx' dx/
ds ds

Ce qui montre que T¥ (donc Tj) est bien un tenseur.

(c) Il est visiblement que Tjj est symétrique,

(d) 11 faut maintenant voir si Tjj se conserve c'est-a-dire

diV(Tij) = D]‘Tjj =0

. . dx; ; dx/
Comme Ti=noui W, (y; = cd—s‘ etu = CE) ¢a donne

D;(Ti) = Dj(o w; W) = 1o w Dj(wi) + u; Dj(ro W)
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or on est dans un systéme isolé on a Dj(xuw) =0carilya
la conservation de masse (comme dans le cas de
conservation de charge Dj(pu) = 0)

Dj(» W) = Dj(noyul) = yj(»ow) = 0 = Dj(now) =0
il nous reste donc

Dj(Tij) =¥Xo w D,-(ui)

or

Dui = (D,-ui) dXi

Dui _ (D )d ]
ds Y7 d
Dui .

CE = uDjy;

D]'(Tij) =%oC %

or Du; = D(g; w) = D(gy) w + g D(w) = g D(w)

car D(g;) = 0 (théoreme de RICCI) donc

Dy, Du
ds 8ij ds
DU d?x dxk dxm

S 2T
ds  Vds? i ds ds
: d%x i dxk dxm

i _
DT, = noc’gy (dsz + im ds ds
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Plagons nous dans un repére normal, les gamma I, sont
nuls. Et la matiére n'a pas d'interaction avec 1'extérieur
(systéme isolé) la vitesse des particules est constante donc
il n'y a pas d'accélération .

d?x)
ds?2

finalement on a bien : D;Ti = 0
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5 LE TENSEUR ENERGIE-
IMPULSION DU CHAMP EM
DANS LE VIDE

b

jj

En présence du champ électromagnétique Fj, le tenseur
énergie-impulsion du champs EM (dans le vide, 1a ou on
estil n'y a pas de charge, Jk = 0) Uj; est par définition :

w 1 (2Q)78) _ M)
(511) Ul] = \/'_—g( agl am [a(amgij)
Q =giQ;

1
Qi = 2_|J.ngm Fix Fjm (dans le vide, sans charge: J¥ = 0)

Fij = [DiAj] = DiA; - DjAi = 0iA; - 0;Ai (dans un repére normal)
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Remarque : Il faut noter que Q est un scalaire, en effet on
a:

. 1( , E?
Q=g"Qj=—|B"——=
Ho

c2
Maintenant calculons le tenseur Uj.

Comme Qj ne contient pas les dérivées dmgi de gi , la
relation (5.1.1) montre que le tenseur énergie-impulsion
Uj; du champ électromagnétique vaut :

ICNED)

Ui = NE= gl
0Q/8) _ 0

agl & 9g7

I(/~g)

Q5

Attention ! il faut changer d'indices (ij): giQij— g"vQuv sinon
le calcul sera faux car les indices (ij) sont fixés par dgi

0Q 1 a(g™ g™)

gl 2p ™ agl

aguv agkm
= _—FF km 2 guv =
2“0 uk 'vm (g agl] + g ag‘l

1 o aguv w agkm
= m g agil' FicFom +8 agii FukFom
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aQ 1 v
o m(g ™ FixFjm + 8" Fyi Fyj)

Comme Fj est antisymétrique , il faut respecter la position
quand on monte ou descend des indices.

aQ 1
38 " 2m (FicF, + FyFY)

On change des indices sum dans F; F"; - Fy Fk]-

Q1 1 )
Frii (FlkF +FFY) = m(ZFiij )
car on a la symétrie suivante: Fi;F¥; = Fy F;* :

FiiFY = —FiFY, = —Fy 8" Fry = Fy g™ Fypy = Fy

Pour remplacer Q, il faut changer des indices (ij)—(st) :
g g"M Fiy Fip > g g™ Fy Fyy  avant de remplacer dans
'expression car les (ij) ils sont fixes dans l'expression.

(/= 1 1
Q@ = (—5\/—_g gij) (mg“gkm Fok Fem)

dgh

1 1
—__ [ . —F Fsk
2\/ 8 8ij 2“0 sk

et

Q 1 .
R CTIN e

finalement



Uy = lgij iFs}<FSk - i(FikF-k)
277 2pg Ho )
Uy = l(1 g Fa F¥ + Fy ')
Ho 4 :
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C'est bien le tenseur énergie-impulsion du champ

électromagnétique.

Pour passer au contravariant on multiplie U par giugv
iu jvu__ =i 1 iu 5jv -F Fsk+ iu 5jv F. Fk_
g"g" Uy u0(4gggl,sk g"g" FicFY))
giungU__ — i(l &Jgij szk + Fukav)

ij Lo 4 S

1/1
yw = _(Z guVFSszk + Fukav>

Note: on a la symétrie suivante: F*, FKV = FY, FkU :

FukaV — _Fukak = —gim Fum gkh th — _S?n Fum th

= —FY,, Fum = Fv, Fku
Propriétés de Uy :
(a) Il est construit a partir de champ Fj;
(b) C'est un tenseur puisque gj; et Fijle sont
(c) Il est symétrique

Ui]’ = Uji
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K K
FixFX, = —Fy; g Fpy = F™ Fjp, = FcFS
(d) Uj; est conservatif.
Pour les calculs on utilise les régles suivantes:

1= Le nombre d'indices montés = le nombre d'indices
descendus.

2a Fj; est antisymétrique
31 On respecte la place des indices
Plagons nous dans un repére normal

Ona
ij 1 1 ij sm i rsj
U =M—O(Zg Fo FS™ + Fi F )
ij 11 ij sm i @sj
00 = —( Z0i(gIFan F™) + 0,(FL )
Ho
ij 1 ij sm i @sj
ZaniU = Eal(g FsmF )+261(FSF )
o Comme d;g) = 0 on peut sortir gi de 9;
1 ij sm i Sj sj i
58 0;( Fspy FS™) + 2F' 0,F9 + 2F9 0,F'
on remplace Fk; = gki Fjs et gki 0y = 0!

1. . o
S 0(Foy ™) + 2F;; 0'F9 + 2F% 9;F'
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on peut descendre/monter les deux indices (sm)

Fgm OVFS™ + FS™ 9IF,, =

= Fgpn O'F™ + Fg, OFS™ = 2F,, 9F™

219 0;UY = Fg, IFS™ + 2F, 0'FY + 2F% 9,F'

& On va occuper les deux premiers morceaux de droite
Fom OFS™ + F 0'FY + F, 0'FY

on change les indices pour avoir Fsy en facteur: (is)—(sm)
pour le dernier terme i—-m

= Fgm O'F™ + Fgpy 0F™ + Fppg 0™ F9

= Fgy 0'FS™ + Fy, 0SF™ + F,, 0™Fs

= Fgm (OF5™ + 9SF™ + 9gMF)s)

or la ler équation de MAXWELL donne

JFS™M + 9SF™ 4+ gMFs = 0

finalement il nous reste

21 0;UY = 2F% 0,F'

21 8,UV = 2F 9,F's

or la 2iéme équation de MAXWELL 0;Fis = poJs d'ou
219 8;UY = 2F ] J°

aiUij — Fs] ]S
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D;UY = F. J5 = 0 (sans charge, dans le vide, J& = 0)

Uj; est conservatif seulement dans le cas sans charge (Jk =
0, dans le vide)

EM
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6 L'ESPACE RIEMANNIEN

On dit qu’'un espace est plat s’il existe un systéme de
coordonnées cartésien (les axes sont des droites) ¢k qui est
valable en tout point de I'espace .

On démontre alors qu’ un espace plat si et seulement si

vM, RK

i'pq (M) = 0;plat

Rappel : Pour une forme quadratique non-dégénérée g, on
définit la signature de q de la fagon suivante:

1) On montre qu'il existe une base orthogonale dans la
quelle q est de la forme d'une somme de carrés.

a= . za(x)’
i

soient p=le nombre de signe "+", et m=le nombre de signe
"-" (p+m =n = dim E*, car q est non-dégénéré)

2) On montre que p ne dépend pas de la base orthogonale

Par définition : La signature de q = sig (q) = (p,m)
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6.1 L'ESPACE AFFINE
IMPROPREMENT-EUCLIDIEN

On définit un espace affine improprement-euclidien (V,g;)
en se donnant un tenseur (g) vérifiant :

1) vM, R%, (M) = 0;plat
2) gijde classe = C2 ; g;(x9,x1,x2,x3) ;tenseur métrique
3) gij = gji ; symétrique

4) det(gi) # 0; non-dégénéré

5) sig(gy) = (p/m) = (++£4)

Exemple : I'espace de Minkowski (R4, 11;;)

s? = 1 XixJ

s?=c?t? -x%-y*-z%  ; x0=ct, x1=x, x2=y, X3=7,

sig(ny) = (+---)

c'est un espace improprement-euclidien.
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6.2 UN ESPACE AFFINE EUCLIDIEN

Un espace affine euclidien (V,g;) c'est la donnée un
tenseur (3) vérifiant :

1) vM, R, (M) = 0;plat

2) gijde classe = C2 ; gj(x0,x1,x2,x3)

3) gij=g; ; symétrique

4) det(gi) # 0 ; non-dégénéré

5) sig(gy) = (4,0) = (++++)

L'espace affine euclidien c 1'espace affine improprement-

euclidien .

6.3 L'ESPACE AFFINE
IMPROPREMENT-RIEMANNIEN

1) IM, Ri]qu (M) # 0; non-plat, courbe
2) gijde classe 2 C2 ; gj(x0,x1,x2,x3)

3) gij = gji ; symétrique

4) det(gi) # 0 ; non-dégénéré

5) sig(gy) = (p,m) = (+£+)
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6.4 UN ESPACE AFFINE RIEMANNIEN

Un espace affine riemannien (V,g;) c'est la donnée un
tenseur g; (9) vérifiant :

1) aM,R%,, (M) # 0 ; courbe, non-plat

2) gijde classe = C2 ; gj(x0,x1,x2,x3)
3) gij =g ; symétrique
4) det(g;) # 0 ; non-dégénéré

5) sig(gi) = (4,0) = (++++)

L'espace affine riemannien C I'espace affine
improprement-riemannien

En un point M de la variété V, on associe deux espaces
vectoriels euclidiens, 1'espace euclidien tangent Tw en M
et l'espace euclidien Oy osculatrice en M. Dans V on peut
faire des calculs vectoriels (Ai+Bi) , et différentiels (Al
dAj ...)

Les calculs vectoriels se passent dans I'espace euclidien
tangent Tw de V en M, et les calculs différentiels
(dérivées,...) se passe dans l'espace euclidien osculatrice
Omde Ven M.
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L'espace tangent de Ty de Ven M

Espace plat Espace courbe
euclidien riemannien

K _ k
VM, R 54 M)=0 M, Ry g M) =0

sig = (4,0) = (++++)

sig=(4,0) = (++++)

improprement-euclidien

k
YM,RE .

M=0
sig = (p,m) = (££+£%)

(Minkowski=sig(1,3)=(+---)
Relativité Restreinte)

improprement-riemannien

k
IM,RE

M)#0
sig = (p,m) = (££%%)

(Schwarzschild=sig(1,3)=(+---)
Relativité Générale)
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7 UNE MAGNIFIQUE
INTEGRALE

On se donne un tenseur Ajjd'ordre 2 et 2 fois covariant

(g), Aj; peut contenir u, q, G, ¢, gU, dmgy, ... On pose alors :

on pose alors :
8nG

X=— A = glhy et

Sa =XfA\/—_ng

On considere que les gij, et dmg! sont des variables de A,
A(gl, Omgl) et on veut calculer la variation §S, de Sa par
rapport a gii : 8gii

8S, =Xf8(A\/—_g) dQ

Comme & se comporte comme l'opérateur différentiel d

alorsona:

6(1\\/_) = o \/_) 6((6\/_‘1)) 8(0mg")




on va remplacer le dernier morceau par deux autres en
utilisant I'égalité ci-dessous et en remarquant que
80m = Omb ¢a donne

[ 2 s = g (2B s (206D 5 gy

0(0@mg") 9(0mg") 9(Omg")
2(A/E) o) 5 o(17E) o
[a(a 1])]6 6( 1]) a [a(a 1]) g] a [a(a gl])]

mais la 2iéme intégrale est nulle

2(0E) g2
fa a(a 1]) 1] d-Q- fa [ a(a gl]) g]]

= [ 0n[A™/—gldQ = [ A™/—gdS,, =
(th : OSTROGRADSKI)

finalement ca donne :

s, =x [ oW-g) (aw— ))} da

ogl 0(0mg")

voila un beau résultat, puis on pose par définition:

(7.1.1) vy o —%_—g(a(/;TJ?_g) = on [360a)

d'ou

(7.1.2) 8Sp =xJ —Vy/—gbg’da
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Cette intégrale est magique car elle nous permet d'injecter

(a droite) Vjj dans 1'équation tensorielle d'EINSTEIN !!
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Le Vij se nomme tenseur énergie-impulsion et le A; se
nomme tenseur densité et le A la densité scalaire .

Remarque : Vj est symétrique car gii l'est .

Donc on part de:

Sa =XfA\/—_ng

ou
A = gVAy ; Ay estdonné
et on arrive a

All faut bien comprendre que si on calcule Vj; a partir de la
relation (7.1.1) on est slir de pouvoir injecter Vj dans
I'équation d'EINSTEIN grace a l'intégrale (7.1.2) . La
relation (7.1.1) est le seul moyen de justifier que Vj est le
tenseur énergie-impulsion.

Maintenant le plus gros probleme c'est de choisir un
tenseur densité Ay, on choisira A; convenablement a nos
avantages, que le calcul de (7.1.1) soit le plus simple
possible.

* Pour la matiere on choisira un Ajj sans contenir gi ni dngi
(les dérivées dmg! de gii) , dans ce cas on a alors les deux
relations suivantes :

1

En effet :
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—_— 1 (0(A\/—_g) [O(A\/_)>
b g\ g 0(9m8")

Comme Aj ne contient pas dmg!, A/—g non plus donc il
nous reste :

1 (6(A\/—_g)>
Je\ o8]
o(A/-g) an  0\/-g

agh YV Bag T g

Vij=_

Avant de remplacer A = giiA;; il faut changer les indices (ij)
en (sm) car les indices (ij) sont fixe dans dgi .

oA _E"Aw) _, 08T A

gl agl smggh 8T g

Comme Ajj ne contient pas gl il reste :

oA A ags™
o~ g
gsm ne contient pas gi sauf quand s=i et m=j d’ou

oA
o
d’autre part on a (a connaitre par coeur) :

£___\/_ g 8ij

dg
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finalement :
1
—V 78V =84 — 58 Agj
1
Vi = EA gij — Ay

(7.1.4) V=A
ou V = giiVy
En effet, de
1
Vi = EA gij — Ajj
¢a donne
gl Vy =5 Agg! — g Ay (gigi=4)

4
V==-A —-A=A

2
* Pour le champ électromagnétique on choisira un Aj sans
contenir les dérivées dnmgi de gii.

Suivant on est en présence de la matiere ou du champ
électromagnétique (ou les deux) on aura un tenseur
énergie-impulsion pour la matiére ou un tenseur énergie-
impulsion pour le champ électromagnétique (ou les deux).
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8 L'EQUATION TENSORIELLE
D'EINSTEIN

On retrouve I'équation tensorielle d’EINSTEIN a partir du
principe de moindre action.

L'action du systeme doit étre de la forme:

S:fK\/—_ng

ou K est un scalaire.

Et on obtient I'équation par le principe de moindre action,
cad:

6S = 0; variation sur gii : 5gil
L'action S sera composée de deux termes :
* Sg : action du champ de gravitation

* Sa:action pour la matiéere
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8.1 L'ACTION DU CHAMP DE
GRAVITATION

Pour I'action du champ de gravitation Sg, on va prendre :

Sg = J R/ —gdQ
R =gii Rjj ; Rij = tenseur de RICCI
Allons-y :

Calculons la variation 8Sg par rapport a dgi

8Sg = f 8(R/—g) dQ

= f 8(gR;j,/—g) dQ

8Sg = f 8(g")R;/—gdQ (1)
+ f g18(R;j)/—gdQ (2)

+ f gIR,8(/8) d2 (3)

6Sr donne 3 intégrales, on garde la (1) parce qu'on a déja
le 8gii
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Pour (3):

1 3
5(\/—_g) == E\/—g 8ij 5g"

Pour giR;j, il faut changer des indices (ij): giRj — g“™Rim
car les indices (ij) sont fixes par 8gii dans l'intégrale :

1 .
f_zgij gkm Rim+/—g 6g" dQ

J —%Rgii J—g &g da

Maintenant calculons l'intégrale (2) c'est le plus dur !!
Rappelons d'abord le Rj

Ry = 0nl" + I} Ih — O;T — T, TF

Puis placons nous dans un repére normal, la les T'jj* sont
nuls donc il nous reste

Rij = amrijm - ajFimm
6Ri]‘ = S(GmFijm - ajl“imm) = 6m (SFijm) - 6]- (SFimm)

Comme les 'k sont nuls, la dérivée partielle ., est égale
a la dérivée covariante Dy, c'est-a-dire dm = D, d'oll

O6Rij = D (8TM) - Dj(8Tim™)
v —8878Ryj =/ —g [ g/Dm(81y™) - g'Dj(8Tim™) ]

comme Dpgii = 0 (th: Ricci) , on peut donc rentrer les gii
dans Dn,
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= /=8 [ Dm (g 8T™) - Dj (g 8Tim™) |

On veut mettre Dy, en facteur donc on change m -> k dans
['im™ et j->m dans D; ¢ca donne

v —8818Rij= /=8 [ Dm(g 8I'ij™) - Dm(g™ ST'*) ]
=/ —8[Dn(g) 8Ly - gm 8Tl ]
A —ggi bRy =./—g DmAm avec Am = gii §m - gim STk

en appliquant la formule d'OSTROGRADSKI cette intégrale
(2) est nulle (la variation sur le bord est nulle).

fg”SRu\/—_ng =f\/—_gDmAmdQ=f\/—_gAmdSm
=0

Finalement on a un trés beau résultat : 6Sr = (1)+(2)+(3)
vaut

1 y
85 = f(Rij — 7Rgj) y—g 8g7dQ
L'intégrale [ 8R;; est nulle ¢a vient vraiment du miracle !!

car 6(Rjy) n'est pas nul, Rj contient des gii
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8.2 L'ACTION POUR LA MATIERE

Il faut maintenant trouver l'action Sy de la matiere.

Ici aussi on considere que la matiére M qui engendre le
champ gravitationnel est un systeme isolé et en
mouvement comme un fluide de poussiere avec une
vitesse

dXi
u =c—
! ds

dans ce cas on suit alors la méme recette , on va prendre :

Sy = fo\/—_ng

ou

_ 8nG
X - C4
A =g

Mais le plus gros probleme c'est qu'on ne sait pas quoi
prendre comme densité Aj; contrairement pour le champ
on a pris le tenseur de Ricci Rj; comme densité . Beaucoup
de livres et des articles zappent sur cette question.

Nous, on va prendre :

1
(821) Al] = EKOCZgij - Kouiu]'
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ou 1o désigne la distribution propre de la matiére M.
—0n peut remarquer que dans A; il n’y a pas de gii ni dgii .

En relativité générale on travaille dans un espace
improprement-riemannien (V,g; ) avec

P =variété = la donné des xi donc des dx; , dxi
la métrique de V = ds? = g;; dxidx .

donc tout est donné, on a tout !!

Calculons la variation 8§Sx de Sa par rapport a 6g!
Allonsy:

Méthode 1 :

On a déja calculer 85, elle vaut :

8S\ = Xf m -0, (MH 8gldQ

og’ I(0mg")
cad:
8S) = f —xT;; /—g g dQ
Méthode 2 :

Sy = fo\/—_ng
8Sy = x f 8(A/—g)da
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Voyons que vaut §(A,/—g):

8(A—g) = 8(N),/—g + AS(\/—g)

Ajj ne contient pas des dmgii donc A = giiA; ne contient pas
non plus des dngl, d'ou :
(8" Am)

5(A) = 22 i = 5gl
(A)—@ g =T g g

k
ij

8(J/-g) = —%,/—g gi; 8g’ (formule a savoir)

donc

) 1 )

8(Ay—g) = A; 8g7y/—g + A(=3)g;y/—g 8g"
1 )

§(A/-g) = (0 — 58 ) —8 88’

Or:
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nou;yy = T
d'ou
g'Ty =T = nogluju; = nou'y; = nyc?
la relation (7.2.1) devient
1
Ay = ETgij =Ty
commeA=T (4.1.2) ,ona
1
Ay — EAgij = —Tj
d'ou

85/\ :f_XTlJ N Sgll dQ

Wow ... c'est magnifique non ? on a pu injecter Tj; dans
I'équation d'EINSTEIN !!

On peut calculer 8S, par une autre méthode:

Méthode 3:
Sy = X f AJ—g dQ
8Sy = X f 5(g"Ayjy/—g) dQ

= X f 8(g") Ayy/—g 42 (1)
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X f g15(A;) V=g d0 (2)

+Xf giinj 5(\/__8)‘19 3)

Note: L'opérateur de variation § se comporte comme la
différentielle d, et on a 8d = dd ces opérateurs commutent.

6Sa donne 3 intégrales, on garde la (1) parce qu'on a déja
le 6gii

Pour (2) on a:

S(Aj) = =3 88" + =———8(0,ng""
s i _ O
A G = 50 e)
dérivées Omgi de gii, = 8(Aj)=0 et finalement l'intégrale

(2) est nulle.

= 0 car Aj ne contient pas les gii ni les

Pour (3):

On a déja calculé:

8(/-g) =~ %\/ —g g;j 6g" (formule a savoir)

On change les indices (ij): giAjj = gkmAym car ils sont fixes
dans l'intégrale

soit

1 .
(3 =x [ =58 hn /"8 8y 5810
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1 .
® =x [ ~3A/gg gldn

1 -
W+ = x [ - 5 hgy)y=gde! do
Finalement 6S, = (1)+(2)+(3) vaut

SSA = f —XTl]ﬁ_g8g1] dQ

On trouve bien la méme expression.

S=Sgr+Sx

65=0

¢adonne &(Sr + Sa) = 0 (principe de moindre action)

OSr+85,=0

J R Rg]} ) /g 8gYdQ+ [ —xT; \/—g6g’dQ=0
1
f (Ry — 5 Rgy — XTy) y=¢ 6g7d0 =0

cette intégrale vaut zéro quelle que soit la variation 6gl
donc

1
(Rij - 5 Rgij - xTi)y/—g =0
c'est-a- dire

1 8nG
Rjj — 2 Rgy = C_4Tij
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comme
Gij = R —%Rgii ; tenseur gravitationnel
d'ou I'équation tensorielle d'EINSTEIN :

8nG
gij =7

ct ij

Le Tj est le membre de droite de I'équation d'EINSTEIN,
donc c'est bien le tenseur énergie-impulsion de la
matiere. Sans tous ces calculs il n'est pas évident d'injecter
Ti' = Kouiu]'

dans I'équation tensorielle d'EINSTEIN.

Remarque :

On peut écrire I'équation d'EINSTEIN d'une autre fagon:

1 8nG
Ri -5 Rgy =T

1 BnGo,
g (R -5 Rgy) =5 Ty g

. 1 . 8nG .
gl Rij - 5 R gij gl = C—4T1] gil

. 8nG 1
soit Ry = == (Ty; - 5 Tgy)



donc s'il n'y a pas de matiere, dans le vide Tj; = 0 (et
T=R=0)onaR;=0.

T =0

dans le vide=cas extérieur

non vide=cas intérieur

8.3 L'ACTION DU CHAMP
ELECTROMAGNETIQUE

En présence du champ électromagnétique Fj;

L'action du champ électromagnétique sera :
s = x | @y=gdo
Q= giQ;

106
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1
Qy = Z_ungm Fix Fjm (dans le vide, sans charge: Jk = 0)

Fij = [DiAj] = DiAj - DjAi = 0i4; - 0;Ai (dans un repére normal)

ce qui donne sa variation

8Sq = XJ a(Q—‘/?g) — 0y <@)] 8gldQ

ogh 9(0mg")
cad :

Cette égalité permet d'injecter U; dans 1'équation
d'EINSTEIN, et elle devient:

8nG
Gy =~ (T + Uy)
finalement on a trois belles actions :

Sk = [R/—gdQ pour le champ gravitationnel

Sa = xJ A\/—gdQ pour la matiére

Sq = xJ Q/—gdQ pour le champ électromagnétique
qui ont une structure trés semblables.

Soit Xj; un tenseur, si on veut l'injecter dans I'équation
tensorielle d'EINSTEIN cad avoir :
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1 8nG
Ry — ERgij = C_4Xij
il n'y a qu'une seule fagon de le faire :

Trouver un Aj; (ce qui n'est pas évident) tel que:

< - 1 E)(A\/—_g)_a o(A/-g)
e\ og! " [ 0(0me")
ou A = giiA;;

Si on regarde de plus pres la démonstration de 1'équation
d'EINSTEIN on peut admirer la nature, car elle fait tout
exactement pour que ¢a marche !

Remarque :

1. Pour la matiere on a choisir Ajj tel que §(A;) = 0 donc
[ 8(Ay) = 0 mais I'intégrale [ 8(R;;) = 0 provient du
miracle car R;; contient des g¥, il faut I'existence des
théoremes comme théoréme de Ricci, théoreme
d'OSTROGRADSKI etc.... pour avoir [ §(R;) =0!!

2. Une chose tres importante ona A =T, sans cette
relation on est coincé !!

3.1l faut noter que dans les actions Sg, Sa et Sq il faut que
R, A et Q soient scalaires (invariants par changement de
référentiel) .

Pour R, on a la relation

1 8nG
Rjj — ERgij = C_4Tij
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1 o8nG
g'R;; _ERgi]‘g] = ——g"Tj

C4
R—or="0r | gjg) =4
2 C4 ]
R=—xT = —gxo
C

Pour A,ona A=T .On adéjacalculé T, voici une autre
facon de calculer T .

Ona:
Ti = nouiuw
or
Dy dx! dx dx! dxJ
ds? = gj dxidxi - 1 = gjj — —— = uoC” = gj noc®* — —
8i 8ij ds ds 0 8ij 1o ds ds

K()C2 = gijTij =T=A

Ce qui montre bien que A est invariant par changement de
repére puisque %o et ¢ sont invariants.

finalement:
8nG
= ——x
cz 0
A = noc?
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Que des scalaires donc invariant par changement du
repére

4.1l faut bien comprendre que le tenseur énergie-
impulsion de la matiére T est par définition donné par la
relation (4.1.1), quanta:

Tij = Kouiu]'

c'est ce qu'on a trouvé apres la définition, mais ce n'est pas
la définition !! en effet si on prend

Tij = Kouiu]'
comme définition, on ne voit pas comment on arrive a

8nG
Ce tenseur Tj possede toutes les propriétés requises:
symétrique, conservatif etc....

5. Le tenseur d'énergie-impulsion du champ
électromagnétique sans charge (dans le vide, 1a ot on est il
n'y a pas de charge) Uj est par définition donné par la
relation (5.1.1), quant a:

1 1

Uy =—(-

K
giFscF* + Fy FY))
c'est ce qu'on a trouvé apres la définition, mais ce n'est pas
la définition !! en effet si on prend

1 1

Ui = — (=
! H0(4

g P P& + Fi FY))



111

comme définition, on ne voit pas comment on arrive a

G 8‘1‘[GU 9o

ij ck Tt

La aussi ce tenseur Uj posséde toutes les propriétés
requises: symétrique, conservatif etc....
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9 REMARQUE SUR LA
VARIETE

Remarque : On peut définir directement une variété sans
la plonger dans 'espace affine E*, il suffit de se donner V,
xi, et Sij -

1- Une variété de dimension n, V est un ensemble de
points

/.-’ \I
P - . v \
i S .
r.--"" - - |
.
| -
* i
A

Muni un systéme de repérage de tous ses points, c'est a
dire la donnée d’une fonctions f de classe = C* de DcRr—>V
telle que:

f: DcRn >V
(x0,x1,x2,... ,x1) - f(x0,x1,x2,...,.x01) = f(xi) = MeV

f(x0,x1,x2,...,x1-1) = M(x)
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de plus on demande que f(xi) soit bijective sur le domaine
DeV

On dit que (x); en abrégé xi un systeme de coordonnées
(curvilignes) de V.

On dit que V est paramétrée par f mais par abus de
langage on dit que V est paramétré par le systeme de
coordonnées x: .

Les points de V sont décrits par la fonction f. Quand
(x9,x1,x2,..,x0-1) décrit D, le point M(x0,x1,x2,..,.x0-1) décrit V.

n=4

Donc une variété V, est la donnée d'un ensemble de points
et un systeme de coordonnées x! sur V.
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Attention !! C'est simplement une bijection entre les points
de DetV,iln'y a aucune structure sur V !!

2- Ensuit on munit sur V une forme quadratique ds?:
ds? = gij xi X

ou g vérifie :

1) gy de classe > C?; g = gii(x) , x=(x0,x1,x2,..,x11)

2) Symétrique : gi = gji

3) Non-dégénéré : det(g;) #0

4) sig(gi) = (p,m) ;p=nombre de ‘+’, m=nombre de ’-*
le ds?, on nomme «la métrique de V »

le gij, le tenseur métrique de V

On notera (V,g;) ou (V,ds?)

Comme gj est non-dégénérée on pose

(") = (gs)*; l'inverse de (gj)

det(gj) =g

(g) est I'inverse de (gj)

On a la formule suivante

g (—1)'*idet(g;)
g
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(g.v) la matrice (g;) dont on a supprimé la ligne u et le
colonne v.

3- Puis en chaque point M de V on attache deux espaces
euclidiens, 'espace tangente Ty (pour les opérations ‘+,- x,
contraction...’ ) et I'espace osculatrice O (pour les
dérivées...)

Une fois qu’on a gj, Tm, Om on peut faire tout le calcul
tensoriel sur V comme dans une variété plongée dans un
espace affine euclidien.

—On définit 'k par:

* l—‘i}{ = %gkm (0igjm + 9;8mi — Om &ij)

* Tk = ™ Gk

—Les dérivées covariantes par :

* DAl & 9 Al + [} Am (déf=par définition)

DAl dérivée covariante de Al

* DiAi & 01Ai- I Am

DiA; dérivée covariante de A;

Pour les tenseurs d'ordre deux :

* D Ail = 9y Ail + T} Ami + Flim Aim ; on dérive (k,i) puis (k,j)

* DkAi]‘ = akAij - Fl?llAm] = F]glAim I (kll) puls (kl])
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* DiA = DAl + Ty Amy - T Al 5 (K1) puis (k,j)

Plus généralement

* DAY = 0 A] + T AR —TAY, —FAD

—0n pose par définition le tenseur de courbure par :
Rik,pq = aprcll(i + 1 Fé{m - aqrri(i — I F&{m

Avec g;, T, Dk, ds on peut faire tous les calculs
tensoriels surla variété V.

—0n démontre que, la variété est plat si et seulement
Si:
vM, R% (M) = 0;plat

«I'objet » Ri*,q n’est pas évident a trouver.

NOTE : Par définition on dit qu'un espace est plat s’il existe
un systéme de coordonnées cartésien (les axes sont des
droites) ¢k qui est valable en tout point de I'espace .

Pour résumer :

Une variété V est un ensemble de points disposé un
systeme de coordonnés curvilignes x'.

En chaque point M de V on attche deux espaces euclidiens
Tmet Om

sur V on munit une métrique ds* = g dxidx
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ou g vérifie :

1) g de classe > C?; gj = gii(x) , x=(x0,x1,x2,...,x71)
2) Symétrique : gi = gji

3) Non-dégénéré : det(g;) #0

Variété (V,g;)

Commentaire :

En chaque point de V on a une forme bilinaire symétrique
non-dégénérée g(u,v)

g: Tu—R

(wv) = g(uv) ER

on pose

gij = g(ei,ej) ou {e}i une base de Tm

donner g(u,v) revient a donner les coefficients gj

Comme gj; dépends le point M cad x on a donc gjj(x) ,ily a
une grande différence entre g(u,v) et gj(x).
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al La conjecture de Fermat

C'est un livre qui démontre la conjecture de Fermat,
(appelé souvent "le dernier théoréme de Fermat") en
s'appuyant sur deux théoremes: le théoreme de Ribet et le
théoreme de Wiles. Un document rare et exceptionnel.
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o2 La Relativité Générale

Tout sur la Relativité Générale et on trouve une
démonstration de I'équation tensorielle d'Einstein a partir
du principe moindre action, ce qui est tres rare.
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a3 Le Groupe du Rubik's Cube (Tome I, 1)

Le Rubik's Cube posséde un groupe trés riche en
propriétés et si la partie mathématique du puzzle vous
intéresse alors ce livre est pour vous.
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v4 La Relativité Restreinte

La Relativité Restreinte est une théorie physique proposée
par Einstein pour remplacer la mécanique newtonienne
quand la vitesse des objets est proche a celle de la lumiére
C.
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Les nombres transcendants sont trés mystérieuy, ils sont
partout, beaucoup plus nombreux que les nombres
algébriques et pour tant on connait tres peu de ces
nombres, le premier est e, puis m, cos(1), ....
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a6 La Cubologie (Tome I, 1)

Pour comprendre les propriétés des twists il faut passer
par les mathématiques, a chaque twist on associe un
groupe et ce sont des propriétés de ce groupe qui
expliquent les propriétés du twist.
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Si vous voulez savoir ce que c'est la physique quantique,
ce livre est pour vous.
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